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Vorwort. 

Noch  immer  ist  unser  Wissen  über  die  arabische  Mathematik  gering  und 
lückenhaft.  Dies  gilt  in  nicht  geringerem  Maße  von  der  arabischen 
Trigonometrie.  Wohl  hat  A.  von  Braunmühl  vor  nun  nahezu  25  Jahren 
bei  AbfassiiDg  seiner  Vorlesimgen  über  Geschichte  der  Trigonometrie  alles 
damals  in  Übersetzung  vorhandene  Material  aus  der  arabischen  Trigono- 
metrie gewissenhaft  verwertet,  allein  es  fehlte  seither  zu  sehr  an  eigent- 
lichen Quellenstudien  nach  arabischen  Handschriften,  als  daß  inzwischen 
von  einem  nennenswerten  Fortschritte  gesprochen  werden  könnte.  Ins- 
besondere über  die  Tangensfunktion,  ihr  Auftreten  in  der  arabischen  Trigono- 
metrie imd  die  Tabulierung  dieser  trigonometrischen  Beziehung  ist  unser 
Wissen  bis  heute  mehr  als  dürftig,  ja  unsicher.  So  hielt  es  der  Unter- 
zeichnete für  wünschenswert,  durch  ErschUeßung  neuer  Quellen  und  Analyse 
bedeutender  arabischer  Schattentafeln,  besonders  von  bis  jetzt  so  gut  wie 
nur  dem  Namen  nach  bekannten  Autoren,  eine  Förderung  unserer  Kennt- 
nisse der  arabischen  Trigonometrie  anzustreben.  Der  Verfasser  ist  dem  Ver- 
lage besonders  dankbar  für  Herausgabe  dieses  kurzen  Beitrags.  Er  hofft 
jedoch,  noch  mehrere  ähnliche  Studien  wie  die  hier  vorhegende  folgen 
lassen  zu  können. 

Essen  a.  d.  R.,  im  Frühjahr  1923. 

Karl  8choy. 
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I,  Begriff  und  Arten  des  Schattens,    Ursprung  und 
Erstellung  der  Sdiattentafeln. 

Der  Schatten  wird  von  Ibn  Yünus  (f  1009)  also  definiert'):  »Der 
Schatten,  den  die  Männer  der  Wissenschaft  meinen,  ist  der  Teil  des  Sonnen- 
scheins, den  ein  Gegenstand  verdeckt,  der  senkrecht  auf  ebenen,  dem 
Horizont  parallelen  Flächen  steht."  In  unserem  besonderen  Fall  handelt 
es  sich  um  den  Schlagschatten  eines  Gnomons  oder  Schattenwerfers  auf 
eine  wagerechte  oder  senkrechte  Ebene,  auf  welcher  dieser  Gnomon  seiner- 
seits rektangular  steht.  Er  hat  in  der  arabischen  Astronomie  gewöhnhch 
die  Bezeichnung  miqjäs  (Messer),  weil  er  vom  Fuß  bis  zur  Spitze  in 
eine  Anzahl  Teile  geteilt  war,  in  denen  man  die  Länge  seines  Schlag- 
schattens mafi.  Auch  die  Bezeichnungen  sahs  (Gegenstand)  und  sai' 
(Sache,  Gegenstand)  für  den  Schattenmesser  kommen  vor.  Der  Schatten 
heifit  nach  Ibn  Yünus  in  der  guten  arabischen  Sprache  vor  dem 
z  a  w  ä  1  (Mittag) :  z  i  1 1 ,  nach  dem  z  a  w  ä  1  aber  f  a  i'.  Bemerkenswert 
sind  die  klaren  Begriffsbestimmungen,  die  der  ostarabische  Astronom  al- 
B 1  r  ü  n  i  (973 — 1048)  über  den  Schatten  und  was  damit  zusammenhängt, 
gibt.  Er  sagt  wörthch-):  „Der  miqjäs  und  der  Schatten.  Der 
miqjäs  ist  von  Holz  oder  einer  anderen  Substanz  und  gleichmäßig  von 
Gestalt;  er  ist  am  Ende  spitz  auslaufend  wie  ein  Kegel.  Er  steht  senk- 
recht wie  ein  Pflock  auf  der  Fläche,  auf  der  er  errichtet  ist.  Was  den 
Schatten  anbetrifft,  so  verstehen  wir  darunter  den  Schatten  dieses 
miqjäs.  Die  Schattenlänge  wird  nach  den  Teilen  des  miqjäs  abgeschätzt 
(gemessen),  bis  daß  man  weiß,  wieviel  es  ihrer  sind.  Die  Verbindungs- 
linie des  Schattenendes  mit  der  Spitze  des  miqjäs  heißt  Durchmesser 
des  Schattens  (qutr  az  zill).  Und  wieviel  Teile  hat  der  miqjäs? 
Falls  er  12  gleiche  Teile  hält,  heißen  sie  Finger');  ist  ihre  Zahl  60, 
so  führen  sie  den  Namen  Teile,  sind  es  aber  G'/j,  so  werden  sie  Füße 
genannt.  Doch  besteht  hierin  ein  Unterschied  insoferne,  als  es  imter  den 
Gelehrten  auch  solche  gibt,  die  den  miqjäs  in  7  Teile  teilen.  —  Der  Art 
nach  gibt  es  zweierlei  Schatten:  Der  eine  heißt  b  a  s  i  t  (ausgebreitet) 
oder  m  u  s  t  a  w  I  (eben).  Man  erhält  ihn,  falls  man  den  miqjäs  senkrecht 
auf  den  Horizont  stellt,  nachdem  dieser  vorher  geebnet  und  fehlerfrei  ge- 

')  Arab.  Mscr.  143,  Leiden,  Kap.  XL  S.  238, 

-')  Kitäb  at-tafbim  w'at-tans^m.     (Berlin,  6666)  S.  41  a. 

■')  Dies  war  die  indische  und  früheste  Teilung  des  Quonions. 
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macht  ist;  er  breitet  sich  auf  dem  Boden  aus.  Der  andere  heißt  ma'küs 
(umgekehrt),  auch  m  u  n  t  a  s  i  b  (vertikal).  In  diesem  Falle  ist  der  miqjäs 
auf  einer  Fläche,  die  der  Sonne  gegenüberhegt,  (senkrecht)  aufgerichtet, 
oder  auf  einer  Wand  oder  etwas  anderem.  Auch  hier  steht  der  miqjäs 
wie  ein  Pflock  auf  ihr.  Wenn  sein  Schatten  auf  den  Boden  fällt,  so  ist 
dessen  Spitze  zu  unterst;  deshalb  nennt  man  Um  ma'küs  (gewendet)." 

Der  Horizontalschatten   heißt  auch  noch  z  i  1 1    t  ä  n  i  (2.  Schatten) ; 
der  Vertikalschatten  zill  awwal  (1.  Schatten). 


Abb.  la. 


Abb.  Ib. 


Aber  der  Schatten,  der  durch  die  Beobachtung  gewonnen  wird,  gibt 
die  Höhe  des  oberen  Sonnenrandes ,  nicht  des  Sonnenmittelpunktes. 
Dies  hat  zuerst  1  b  n  Y  ü  n  u  s  deuthch  gemacht').  Vom  Schatten,  der  durch 
die  Beobachtung  gewonnen  wird,  ist  der  durch  die  Rechnung  er- 
mittelte zu  unterscheiden,  der  der  Höhe  des  Sonnenmittelpunktes  ent- 
spricht. Ibn  Yünus  sagt  über  die  Bestimmung  des  letzteren  folgendes: 
„Stelle  den  Sinus  und  den  Kosinus  der  Höhe  fest  und  multipUziere  den  Kosinus 
derselben  mit  der  Länge  des  Gnomons;  das  Produkt  teile  durch  den  Sinus 
der  Sonnenhöhe:  das  Ergebnis  ist  der  Schatten.  Oder  du  teilst  den  Kosinus 
der  Höhe  durch  deren  Sinus  und  multiplizierst  den  Quotienten  mit  der 
Länge  des  Gnomons:  Das  Ergebnis  ist  wiederum  der  Schatten;  oder  endhcli, 
du  teilst  die  Gnomonlänge  durch  den  Smus  der  Höhe  und  multiplizierst  den 
Quotienten  mit  dem  Kosinus  der  Höhe,  und  abermals  ist  das  Resultat  der 
Schatten.  Doch  wenn  der  Gnomon  quer  gerichtet  ist,  so  ist  es  gerade 
umgekehrt:  Dann  mußt  du  den  Sinus  der  Höhe  mit  der  Länge  des  Gnomons 
multiplizieren  imd  das  Produkt  durch  den  Kosinus  der  Höhe  dividieren. 
Das  Ergebnis  ist  alsdann  der  verlangte  Schatten." 

')  Leidener  Meer.  143,  S.  238,  Kap.  XI.  (Den  deutseben  Text  s.  Anm,  d. 
Dydrogr.  u.  maritim.  Meteoiologie,  1921,  S.  131.) 
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Diese  Vorschrift  zur  Berechnung  des  Schattens  findet  sich  wohl  über- 
einstimmend bei  allen  arabischen  Astronomen.  Wir  lassen  anschließend 
gleich  eine  kurze  geometrische  Ableitung  —  im  Sinne  der  arabischen 
Autoren  —  folgen:  Es  sei  in  Abb.  la  AS  =  q  der  vertikale  miqjäs  und 
AB  =  m  sein  Horizontalschatten  bei  der  Sonnenhöhe  h.  In  Abb.  Ib  ist 
AS^q  der  horizontal  oder  quer  gerichtete  miqjus  und  AB  =  n  sein  Ver- 
tikalschatten. Um  S  ist  in  Abb.  la  der  Viertelkreis  EG  mit  dem  Radius 
SE^60P"'^^  =  sinus  totus  beschrieben.  CD  ist  eine  halbe  Sehne  imd 
nach  den  Lehren  der  arabischen  Trigonometrie  der  Sinus  (gaib)  des  Winkels  h. 
Und  der  Kosinus  desselben  Winkels  h  (gaib  at-tamäm)  ist  der  Sinus  seiner 
Ergänzung  zu  90",  d.  h.  DS  =  sin  (90»  —  h).  Aus  den  beiden  ähnlichen  recht- 
winkligen Dreiecken  ABS  und  CDS  (Abb.  la)  folgt  die  Proportion: 
AB:q  =  DS:DC, 

d.  i.  AB  =  m  =  q.5^ I) 

^    sin  h  ' 

Ganz  ebenso  findet  man  für  den  VertikaJschatten  AB  =  n  (Abb.  Ib): 

A  D  sin  h  j,. 

AB  =  n  =  q r    II) 

^    cos  n  ' 

q.  e.  d. 

Für   die  Verwandlung   des  1.  Schattens  in  den  2.  und  umgekehrt, 

geben  die  arabischen  Astronomen ')  Vorschriften,  die,  in  die  Formelsprache 

umgesetzt,  also  lauten:  Es  ist 

m  =  q  •  cotg  h, 

n  =  q  •  tang  h  ^^  — fL  =  -3-  =  -ä_   d.  h. 
cotg  h        m         m 

q 

Vertikalschatten  n  =  „    ■ — ^J'^  >      — im 

Uorizontalschatten  ' 

und  ebenso  ist 

Horizontalschatten  m  =  ^ — rt^V  J  4-4. — IV) 

Vertikalschatten 

Es  mögen  hier  noch  der  Begriff  des  „Schattens  der  Treppe" 
(zill  assullam)  Erwähnung  finden.  Man  begegnet  diesem  Ausdruck  bei 
al-Birü  n  i ,  der  darüber  das  folgende  sagt'):  „Kenntnis  von  az- 
zill  al-mustawi  aus  dem  zill  as-sullam.  Wir  beschreiben  in 
der  Ebene  des  Horizontes  einen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  im  Fußpunkt 
des  miqjäs  liegt,  und  dessen  Radius  gleich  der  Höhe  des  Schattenmessers 
ist.  Im  Durchschnittspunkt  des  Schattens  dieses  miqjäs  mit  dem  Kreisumfang 
stellen  wir  einen  zweiten  miqjäs  auf.  Von  diesem  wird  ein  Teil  im  Sonnen- 
schein, der  andere  Teil  im  Schatten  (des  ersten  miqjüs)  sein.  Und  dies 
ist  der  Fall,  wenn  der  Gnomonschatten  über  den  Betrag  der  Länge  des 
miqjäs  hinausgeht.     Was  nun  an  Teilen  des  zweiten  miqjäs  im  Schatten 

')  Traite  des  instrumenta  astronomiques  des  Arabes  par  Aboul  Hhaasan  Ali  de 
Maroc,  publie  par  L.  Am.  Sedillot,  Paris  1834,  S.  156. 

')  al-Qänün  al-Mas'üdi  (Berl.  Mscr.  Orient.  275).     S.  72b. 


10 


Karl  Schoy. 


liegt,  das  nennen  wir  den  Schatten  der  Treppe,  weil  er  während  des  Vor- 
mittags (meist)  bis  zum  Fuß  (der  Wand,  des  Gnomons)  herunter  (und  ganz 
verloren)  geht,  wobei  sich  sein  Ende  von  der  untersten  Kante  der  Wand 
weghebt;  nach  der  Tagesmitte  sich  jedoch  wieder  erhebt  und  steil  empor- 
steigt, indem  sich  seine  Spitze  wieder  erhöht.  Und  wenn  der  ebene 
Schatten  wieder  so  weit  hinaufgegangen  ist,  bis  wieder  zill  as-suUam  ein- 
getreten ist,  dann  kennen  wir  vom  zweiten  miqjds  auch  den  Teil,  der  in 
der  Sonne  liegt:  es  ist  der  Teil  in  der  Nähe  seiner  Spitze,  der  dem  dunkleren 
entgegensieht  (steht).    Wir  nehmen  von  den  12  Teilen  des  zweiten  miqjfis 


Abb.  2. 


den  dunkleren  Abschnitt.  Darauf  teilen  wir  mit  dem,  was  übrig  bleibt 
(heller  Teil),  in  das  Produkt  des  miqjäs  und  des  zill  assuUam.  Das  Er- 
gebnis der  Division  vermehren  wir  um  12,  und  die  resultierende  Summe 
ist  der  Betrag  des  ebenen  Schattens.  Oder  aber:  wir  teilen  mit  dem  hellen 
Teil  in  144,  dann  kommt  ebenfalls  der  horizontale  Schatten  heraus." 

Abb.  2  soll  den  Sachverhalt  näher  erläutern:  AS  =  q  ist  der  erste 
miqjäs,  um  dessen  Fuß  A  der  Kreis(bogen)  GBC  beschrieben  ist.  Beider 
Sonnenhöhe  h  wirft  AS  den  ebenen  Schatten  AK,  der  den  Kreisumfang  iu  B 
durchsetzt.  Hier  ist  der  zweite  miqjäs  BS]  =  q  (12  Teile)  errichtet,  imd 
sein  unterer  Abschnitt  BBi  wird  vom  Schatten  des  ersten  miqjäs  ver- 
dunkelt. Dieser  Teil  heißt  zill  assullam.  Sein  Betrag  sei  =  s  Teile.  Der 
obere  Abschnitt  BiSi,  der  in  der  Sonne  ist,  hat  dann  die  Länge  q — s. 
Nun  liest  man  aus  den   beiden  ähnlichen  rechtwinkligen  Dreiecken  SAK 
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und  BiBK,  falls  man  zur  Abkürzung  die  Strecke  BK  noch  mit  x  bezeichnet, 
sofort  die  Proportion  ab: 

s  :  X  -=  q  :  (q  +  x), 
woraus  folgt: 

q  •  s  q  •  dunkler  Teil  y, 

^^q^^~       heller  Tel         ' 

Damit  wird: 

AK==x  +  q==x  +  12  Teile,  q.  c.  d. 

Zu  Abb.  2  sei  noch  bemerkt,  daß  ich  den  zweiten  miqjüs  durch  eine 
zylindrische  Wand  als  (konkave)  Auffangfläche  für  den  Treppenschatten 
ersetzt  habe,  wodurch  dieser  auch  in  jedem  anderen  Augenblick  abgemessen 
werden  kann,  wo  der  Schatten  des  ersten  miqjäs  nicht  gerade  auf  den 
zweiten  miqjäs  fällt.  Sonst  muß  man  annehmen,  daß  a  1  -  B  i  r  ü  n  i  den 
letzteren  in  der  Kreisperipherie  sich  als  beweglich  dachte.  Der  weiteren 
Vorschrift  des  Textes  liegt  die  Formel  IV  zu  Grunde: 

q2 
n 
denn  n  ist  in  diesem  Falle  =:s. 

Gnomonschatten,  nach  deren  Länge  man  die  Tageszeit  bestimmte, 
treten  in  Tabellenform  schon  bei  den  alten  Ägyptern  auf');  sie  erfüllten 
denselben  Zweck  im  alten  Griechenland-');  die  Verwendung  der  Gnomon- 
schatten zur  Bestimmung  der  geographischen  Breite  und  der  Ekliptikschiefe 
kommt  bei  den  Chinesen,  Griechen  und  Indern  vor'),  hingegen  scheinen 
die  eigentlichen  Schattentafeln,  wo  jeder  beliebigen  Sonnenhöhe  in  der 
Tabelle  der  zugehörige  Schatten  gegenübersteht  (bä'zä'),  eine  Schöpfung  der 
Araber  zu  sein.  Vermutlich  wurden  sie  bei  der  liebevollen  Pflege  der 
Sonnenuhrkunde  durch  die  Berechnung  der  Schattenlänge,  die  dem  Sonnen- 
zeiger bei  dem  wechselnden  Stand  der  Sonne  entsprach,  ganz  von  selbst 
darauf  geführt,  die  Schattenlängen  den  Sonnenhöhen  zuzuordnen,  d.  h.  eine 
Schattentafel  (gedwal  azzill)  zu  erstellen.  Wer  die  erste  Schatten- 
tafel bei  den  Arabern  berechnet  hat,  wissen  wir  nicht.  Als  der  älteste 
Astronom,  dessen  zig  (astronomisches  Tafelwerk)  eine  kleine  Kotangenten- 
tabelle  (Horizontalschatten)  enthält,  wird  gewöhnlich  Muhammed  b. 
Müsä  al-Hwärizmi  angesehen,  dessen  Lebenszeit  wir  zwar  nicht  genau 
kennen,  der  aber  zu  den  Astronomen  des  Chalifen  a  1  -  M  a '  m  ü  n  gehörte 
(Chaliie  von  813 — 833).  Indessen  basiert  unsere  Kenntnis  dieses  zig  nicht 
auf  den  Originaltafeln,  sondern  nur  auf  ehier  lateinischen  Übersetzung  einer 
späteren  arabischen  Umarbeitung  dieser  Tafeln  durch  den  spanisch-arabischen 

')  Vgl.  E.  von  Bassermann-Jordan,  Die  Geschichte  der  Zeitmessung  und 
der  Uhren,  Bd.  I,  Lieferung  B;  Altägyptische  Zeitmessung  von  L.  Borchardt, 
Berlin  1920,  S.  27. 

-)  Vgl.  G.  Bilf  inger,  Die  Zeitmesser  der  antiken  Völker,  Stuttgart  1886,  S.  16. 

')  Vgl.  C.  Schoy,  Die  geschichtliche  Entwicklung  der  Pohlhöhebestimmungen 
bei  älteren  Völkern,  Hamburg  1911,  S.  5,  7,  13. 
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Astronomen  M  a  s  1  a  m  a  b.  A  h  m  e  d  a  1  •  M  a  g  r  i  1 1  (f  10U7/08),  welche 
Übersetzung  von  Athelliard  vonBath  stammt,  und  die  wohl  zwischen 
1143  und  1160  ausgeführt  worden  sein  mag  .  .  .  „Es  ist  keineswegs  un- 
möglich, ja  sogar  nicht  unwahrscheinlich,  daß  diese  Kotangententafel  sich 
nicht  in  dem  ursprünglichen  Werke  Khwärizmi's  befunden  habe,  sondern 
erst  von  Maslama  in  seine  Bearbeitung  aufgenommen  worden  sei  .  .  .", 
sagt  der  Herausgeber  H.  Suter  selbst').  Somit  dürften  — entgegen  den 
etwas  weitgehenden  Folgerungen,  die  A.  Björn  bo  zugunsten  der  Priori- 
tät Hwärizmi's  zieht")  —  die  uns  erhaltenen  Tafeln  dieses  Astronomen  in 
diesem  Punkte  nur  mit  großer  Reserve  zur  Diskussion  zugelassen  werden. 
Auf  sicherem  Boden  stehen  wir  erst  mit  I.Iabas  al-Hüsib  al-Merwazi, 
der  ebenfalls  zur  Zeit  al-Ma'miins  und  al-Mo'tasims  Astronom  in 
Bagdad  war  und  hochbetagt  zwischen  864  und  874  starb')-  Von  seinen 
astronomischen  Tafeln  finden  sich  168  Blätter  in  der  Staatsbibliothek  zu 
Berlin  (Wetzstein  I,  90)  als  „Kitäb  al-Habas  al-Hasib".  Dies  schöne  Buch, 
das  eine  deutsche  Bearbeitung  verdiente,  habe  ich  näher  eingesehen  *).  Die 
Seiten  80b— 88  a  handeln  von  der  Berechnung  der  Sinus  und  enthalten 
Sinustabellen,  in  welche  auch  mehrere  Schattentafeln  eingestreut  sind. 
Die  Ermittlung  des  Schattens  aus  der  Sonnenhöhe  wird  S.  97  b  und  die 
inverse  Aufgabe  S.  97  b— 98a  gelehrt. 

Um  die  den  einzelnen  Höhengraden  der  Sonne  zugehörigen  Schatten- 
längen berechnen  zu  können,  bedarf  man,  wie  die  Formeln  I  und  II  zeigen, 
einer  Sinustafel.  Diese  fehlt  natürlich  in  keinem  zig.  Vorgerechnete 
Beispiele  für  die  Bestimmung  des  Schattens  aus  der  Sonnenhöhe  h  bei 
gegebener  Einteilung  des  miqjäs  q,  findet  man  in  den  I.I  cä  k  i  m  i  t  i  s  c  h  e  n 
Tafeln  des  Ibn  Yünus>i),  und  ich  führe  2  numerische  Beispiele 
daraus  an,  allerdings  unter  Umgehung  des  weitschweifigen  Textes. 

Beispiel  für  den  Horizontalschatten.    (h  =  400;  q  =  60P) 
sin  h=  38P  34'  2";  cos  h  =  45P  57'  46" 

1)  q  ■  cos  h  -=  45  57P  46';        q  •  ^^  =  71p  30'  20"  =  m 

2j  ^-^-^ir  11'  30"  20'";  q-^^  =7lP  30'  20" -m 
^  sin  h  '  ^    sm  h 

3)  ^^^  =1P  33'  20"  37";  q-  ^2?-^-=71p  30'  20  "  =  m. 
'  sin  h  ^    sin  n 


')  Die  astronomischen  Tafeln  des  Muh  ibn  Müaä  al-Khwärizmi  v.  H.  Suter, 
Kobenhavn  1914,  S.  77. 

-)  All-Chwarizmi's  Trigonometrisko  Tavler  v.  A.  Björnbo.  Festskiift  til 
H.  G.  Zeuthen,  Kobenhavn  1909,  S.  16  ff. 

')  H.  Suter,  Die  Mathematiker  und  Astronomen  der  Araber  und  ihre  Werke- 
Leipzig  1900,  S.  12 £f.     (Habas   al-Häsib  soll   über  100  Jahre  alt  geworden  sein.) 

')  Das  arab.  Mscr.  922  im  Escorial  enthält  ebenfalls  die  astron.  Tafeln  des 
Habaä  al-Häsib.    Leider  habe  ich  diese  Schrift  noch  nie  gesehen. 

')  a.  a.  0.  S.  243. 
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Beispiel  für  den  Vertikalschatten 

[az-zill  al-ma'tarid  =  Querschatten] 

h^SO";  q=^60P;  sin  hr=,30P;  cos  h==5lP  57'  41"  29'" 

1)  q  •  sin  h  =  1800;  q  •  ^^  ===  34i'  38'  28"  =  n 
'  ^  '    '    cos  h 

2)  ^^=34'  38"  28'";  q.^^  =  34P  38'  28"  =  n 
'  cos  h  ^   cos  D 

3)  — 5L  =  1P  9'  16"  55  ";  q.^^=34P  38'  28"=.n. 
'  cos  h  '    cos  h 

Falls  q  —  12  Finger  (12')  ist,  so  hat  man  vorstehende  Schattenlängen  durch 
5  zu  dividieren.    Der  Autor  lehrt  für  diese  Zalil: 

m  =  W  18'  i"  und  n==6'  55'  42", 

wo  die  '  und  "  die  60.  Teile  ihrer  vorhergehenden  Stellenwerte  sind. 

Man  sollte  erwarten,  daß  die  arabischen  Astronomen  bei  der  um- 
gekehrten Aufgabe,  der  Ermittlung  der  Sonnenhöhe  aus  dem 
Schatten,  von  den  aus  I  und  II  hervorgehenden  Formeln  m  :  q  =  cotg  h 
und  n  :  q  =  tang  h  Gebraucli  gemacht  hätten.  Aber  dazu  hätten  sie  einer 
wirklichen  Kotangens-  oder  Tangenstafel  bedurft,  die  sich  von  ihrer 
Schattentafel  insoferne  unterschieden  haben  würde,  als  die  Schatten  m  und 
n  hätten  60  oder  12  mal  kleiner  sein  müssen;  oder  kürzer  gesagt:  Es 
hätte  q^=l  sein  müssen.  Diese  Vereinfachung  bat  a  1  -  B  i  r  ü  n  i 
tatsächlich  erreicht').  Damit  lautet  die  diesbezügliche  Birüni'sche  Vor- 
schrift: „Wenn  wir  den  (Höhen-)Winkel  wissen  wollen,  der  zu  einem  ge- 
gebenen Schatten  gehört,  so  multiplizieren  wir  den  Schatten  mit  5',  oder 
(was  dasselbe  ist)  teilen  ihn  durch  12,  indem  wir,  falls  das  mögUch  ist, 
jeweils  60'  zu  ganzen  Schattenteilen  machen.  Dann  gehen  wir  mit  dem 
erhaltenen  Betrag  des  Schattens  in  die  Tafel  ein  und  nehmen  das,  was  an 
Bogen  diesem  Betrag  gegenübersteht;  den  Bogen  ziehen  wir  von  90"  ab; 
der  Rest  ist  die  gesuchte  Höhe.  Und  falls  vom  Schatten  ein  Rest  übrig 
blieb,  so  teilen  wir  damit  in  die  (in  der  Tafel)  gegenüberstehende  Differenz, 
und  was  wir  finden,  zählen  wir  zu  dem  erlangten  Bogen.  Dann  ziehen 
wir  das  Ganze  von  90"  ab;  es  bleibt  die  Höhe,  und  sie  ist  der  Bogen  jenes 
Schattens."  Man  erkennt  aus  dieser  Vorschrift,  daß  al-Birüni  einen 
12er  Schatten  auf  den  eines  miqjäs  mit  der  Einheit  als  Länge  transformiert, 
mit  dem  seine  Tafel  der  Vertikalschatten  gerechnet  ist  (a.  a.  O.  S.  78  a 
und  78  b).  Andere  Astronomen  aber  erwähnen  die  Kenntnis  der  Höhe  aus 
dem  Schatten,  mittels  der  Schattentafel,   nur  nebenbei;   sie  lehren  statt 


')  al-Qänün  usw.  S.  78a.  Ob  Abü'1-Wafä'  (f  998)  auch  trigonometrische  Tafeln 
mit  q  =  1  hatte,  läßt  sieh  nicht  sicher  ausmachen ;  da  die  trigonometrischen  Tafeln 
im  Almagest  des  trefflichen  Mathematikers  fehlen. 
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dessen  für  die  praktische  Berechnung  der  Höhe  aus  dem  Schatten  eine 
Formel,  in  welcher  die  Sinuafunktion  auftritt,  nämlich : 

sin  h^    ,-A  VI) 

y  q^  +  m' 

Dies  hatte  seinen  Grund  wohl  in  dem  Bestreben,  jeden  zu  berechnenden 
Ausdruck  tunhchst  der  Sinustafel  zu  adaptieren.  In  VI  tritt  ein  der 
arabischen  Mathematik  eigentümücher  Begriff  auf:  Der  Schattendurch- 
messer, (qutr  az/.ill)  der  mit  der  Hypotenuse  des  Schattendreiecks  ASB 
(Abb.  la)  identisch  ist.  Dieser  Durchmesser  war  also  bei  Anwendung  von 
VI  erst  zu  berechnen.  Bei  I  b  n  Y  ü  n  u  s  findet  sich  dafür  folgendes 
Zahlenbcispiel') 

m  =  50P  40'  30"  =  182400";  q  =  60i' ==  216000" 
d ^  j/^'^+m^     =  ),' 3328(r7049Ö(H^46^56ÖÖlJÖÖ0  =  282731"  =  73i'  32'  51" 

Nun  steht  in  der  arabischen  Sinustafel  nicht  der  reine  Sinuswert, ')  sondern 
das  Produkt  aus  dem  Sinus  und  dem  Radius  (q),  der  gleich  dem  sinus  totus 
ist.  Also  statt  sin  h  findet  man  in  der  Tafel  den  Wert  für  q  •  sin  h.  Da- 
her ist  statt  VI  zu  schreiben: 

q.sin  h=    ,--J^  -^-     VII), 

j/  qi  +  m* 

und  wir  erhalten  mit  obigen  Zalilen: 

was  einem  Winkel  h  =  49'>  48'  58"  enispricht'). 

Für  solche  Höhenbereclmungen  wäre  zweifellos  eine  Tafel  der  Schatten- 
durchmesser von  Nutzen  gewesen;  denn  es  ist  nach  VI: 

d  --^    J  r  -  ^  -  cosec  h Vlll), 

sm  h       sm  b 

falls  man  q  =^  1  setzt.  Es  entspricht  also  nach  VUI  jeder  Sonnenhöhe  h 
ein  gewisser  Wert  d.  Es  ist  auffallend,  daß  sich  Tafeki  für  den  Schatten- 
durchmesser bis  jetzt  in  keinem  arabischen  zig  nachweisen  lassen  außer 
in  dem  von  al-I.Iabas   al-Häsib^).    Aber   auch  da  ist  die  Tabelle 


»)  a.  a.  0.  S.  244. 

■|  Dieser  findet  sich  jedoch  bei  al-Birüni  (al-Qänün  usw.  S.  72a — 74b). 

')  Von  I  b  n  \  i"i  D  u  s  gibt  ea  eine  Sinustafel  (Mscr.  Landberg  1038,  Berlin), 
die  alle  Sinuswerte  von  0"— 90"  enthält  und  dabei  von  Minute  zu  Minute  fortschreitet. 
Sie  liegt  bei  mir  in  deutscher  Reinschrift  vor  und  umfaßt  90  Blätter. 

')  Berliner  Exemplar  S.  86  v  und  88  v. 
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lückenhaft:  sie  enthält  die  Werte  der  d  nur  für  h  von  0" — 30"  und  von 
60" — 90",    Ich  lasse  dies  Unikum  unverkürzt  nachstehend  folgen. 


h 

Schattendurchmesser 

1  h   1  Schattendurchmesserj 

0 

..   i   '   i   " 

0   II   P 

,   1  ,.  1 

1 

67 

40 

40 

61  '1   1 

8 

37 

2 

28 

39 

20 

62     1 

7 

57 

3 

19 

6 

30 

63  1   1 

7 

21 

4 

14 

23 

24 

64 

6 

45 

6 

11 

28 

25 

65 

6 

12 

6 

9 

34 

11 

66 

l 

5 

41 

7 

8 

52 

22 

67 

5 

11 

8 

7 

61 

7 

68 

4 

43 

9 

6 

23 

13 

69 

4 

18 

10 

6 

45 

32 

70 

2 

3 

52 

11 

6 

14 

27 

71 

3 

29 

12 

4 

48 

35 

72 

3 

5 

13 

4 

26 

43 

73 

2 

45 

14 

4 

8 

1 

74 

2 

25 

15 

3 

61 

7 

75 

2 

7 

16 

3 

37 

41 

76 

1 

50 

17 

3 

25 

13 

77 

1 

34 

18 

3 

14 

10 

78 

1 

21 

19 

3 

4 

18 

79 

1 

8 

20 

2 

65 

27 

80 

0 

55 

21 

2 

47 

26 

81 

0 

45 

22 

2 

40 

10 

82 

0 

35 

23 

2 

33 

34 

83 

0 

27 

24 

2 

27 

18 

84 

0 

20 

26 

2 

21 

57  ' 

85 

0 

13 

26 

2 

16 

62 

86 

0 

9 

27 

2 

12 

10 

87 

0 

4 

28 

2 

7 

48 

88 

0 

2 

29 

2 

3 

48 

89 

0 

1 

30 

2 

0 

0 

90 

0 

0 

Aus  dieser  Tafel  erkennt  man,  daß  al-Habas  al-Häaib  die  Länge 
des  miqjäs  =  1  setzt,  während  er  in  den  Schattentafeln  q  =  60p  annimmt. 
Statt  der  Bezeichnung  agz;V  ^  partes  findet  man  bei  al-Habas  (und 
auch  bei  a  n  •  N  a  i  r  i  z  1)  den  Ausdruck  darag  =  Treppe,  Leiter,  Grad.  Doch 
habe  ich  für  die  Längen  der  Schatteudurchmesser  partes  gewählt. 
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IL  Der  satr  'add  aUqusij  <KoIumne  der  Gradzahl). 
Genauigkeit    der    trigonometrisdien    Funktions- 
werte-    Das   Interpolationsverfahren  des  Abü'I- 
Rihän  al^Birüni. 

Eine  Schattentafel  setzt  sich  aiis  den  2  integrierenden  Bestandteilen : 
Gradzahl  der  Sonnenhöhe  (satr  'add  al-qusi.j)  und  Betrag  der 
Schattenlängen  (al-azläl)  zusammen,  was  2  Kolumnen  ausfüllt.  Mit- 
unter tritt  noch  eine  dritte  Kolumne  auf:  Die  Differenzen  (al-fudül) 
der  Schatten,  so  bei  A  b  ü '  1  -  W  a  f  ä ',  a  1  •  B  i  r  ü  n  i ,  U  1  ü  g  B  e  g  u.  a.,  ja 
bei  a  1  -  B  i  r  ü  n  i  kommt  noch  eine  vierte  Kolumne  vor:  nämlich  die 
zweiten  Schattendifferenzen  (Differenzen  der  fudül  =  at-ta'adil 
=  die  Ausgleichen).  Die  frühesten  arabischen  Schattentafeln  wiesen  in  dem 
satr  'add  alqusij  die  Zahlen  der  fortlaufenden  ganzen  Grade  auf.  Aber 
mit  den  Fortschritten,  welche  die  arabische  Trigonometrie  bald  zu  ver- 
zeichnen hatte,  verfeinerte  sich  auch  die  Staffelung  der  Intervalle  bezüghch 
der  Sonnenhöhe.  So  schritt  der  gedwal  az-zill  des  Abü'1-Wafä'  von 
'U  "  zu  V»  0  im  Höhenwinkel  fort,  und  in  den  Häkimitischen  Tafeln  findet 
sich  das  Intervall  zwischen  2  ganzen  Graden  bereits  in  G  gleiche  Teile 
geteilt').  Nach  der  Überschrift  des  arabischen  Manuskripts  024,  Escorial: 
„Kitäb  as-samt  w'az-zill  l'Ibn  Yünus  malilül  daqiqatan  daqiqatan"  (Azimut- 
und  Schattenbuch  des  Ibn  Yünus,  gelöst  [ausgeführt]  von  Minute  zu  Minute) 
muß  man  auf  die  ehemalige  Existenz  einer  Schattentafel  des  Ibn  Yünus 
schließen,  die  von  Bogenminute  zu  Bogenminute  fortschritt.  Leider  ent- 
hält die  Handschrift  924  diese  Tafel  nicht  mehr.  Minutenweises  Fort- 
schreiten bis  zum  45  o  der  Sonnenhöhe  und  von  da  ab  in  Intervallen  von 
V, . »  zu  '/,!■  0  weist  die  (Vertikal-)Schattentafel  des  Ulüj>  Beg  auf-),  während 
wir  in  der  ganz  ähnlichen  Tafel  des  N  a  s  i  r  a  d  -  d  i  n  a  t  •  T  ü  s  i  (y  1274) 
durchweg  das  Intervall  des  Vi; "  antreffen"). 

Die  Genauigkeit  der  Schattenlängen  hängt  naturgemäß 
von  der  Güte  der  Sinustafel  ab,  die  dem  Rechner  zu  Gebote  stand.  Auch 
hierbei  tritt  der  allmähliche  Fortschritt  in  der  erreichten  Genauigkeit  klar 
zutage.  DadiePtolemäische  Sehnentafel  die  Sehnen  der  Kreis- 
bögen, die  sie  unterspannen,  in  partes  (p)  minutae  (')  und  sekundae  (") 
d.  h.  bis  zur  6.  Dezimale  nach  dem  Komma  richtig  gibt'),  so  ist  auch 
bei  den  ersten  arabischen  Astronomen  keine  geringere  Genauigkeit 
zu  erwarten.   Dies  bestätigen  die  Sinustafeln  des  al-Hwärizmi-)  und  des 

')  a.  a.  O.  S.  248  ff. 

-')  Diese  ungemein  genaue  Tafel,  von  der  ich  später  noch  näher  handeln  werde, 
habe   ich  bis  zu  45  0  aus  dem  pers.  Mscr.  280,   Berlin,   ausgeschrieben  (S.  36»— 40"^). 

')  Pers.  Mscr.  131,  Berlin  (zig  ilbäni,  S.  105). 

')  Natürlich  ist  dabei  ein  Wert  von  mehr  als  30  Tertien  auf  eine  Sekunde  er- 
höht, und  ebenso  ein  Betrag  von  weniger  als  30  Tertien  unterdrückt. 

'")  H.  Suter:  Die  astronom.  Tafeln  usw.,  S.  169 ff. 
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al-Battän  i '),  während  die  Schattentafeln  beider  Astronomen  sich  auf  ganze 
Finger  und  deren  Sechzigste!  beschränken.  Diese  Abkürzung  ergibt  sich  nach 
den  Sinustafeln  der  Autoren  mit  Notwendigkeit.  Folgerichtig  treffen  wir  in 
den  Hiikimitischen  Tafeln  des  Ihn  Y  ii  n  u  s  zu  der  Sinustafel,  welche  noch 
die  Tertien  umfaßt  -),  eine  entsprechende  Schattentafel,  die  mit  den  Sekunden 
der  Schattenlängen  abschließt').  Eingehender  habe  ich  die  Schattentafel 
des  U 1  ü  g  B  e  g  untersucht,  und  ich  gebe  nachstehend  eine  Anzahl  Werte 
des  Autors.  Dieselben  siud  in  der  zweiten  Kolumne  in  das  Dezimalsystem 
umgerechnet.  Daneben  stehen  zum  Vergleich  die  Abweichungen  von  den 
wahren  Werten.  Gerne  und  dankbar  erwähne  ich  hierbei  der  freundlichen 
Unterstützung  durch  Herrn  Professor  A.  Wedemeyer  (Berlin),  der  mir 
hier,  wie  auch  in  der  Behaindlung  der  Aufgaben  am  Schluß  dieser  Ab- 
handlung, zu  sicheren  numerischen  Resultaten  verhalf. 


Höhe 

Vertikalschatten  im 
Sexagesimalsysteni 

Vertikalflchatten 
im  Dezimalsystem 

Wahrer  Wert 

u 

' 

e 

P 

"'' 

" 

'" 

IV 

0- 017466066 

0- 017  466  064 

1 

0 

_ 

1 

2 

60 

17 

38 

4 

7 

- 

4 

40 

9 

56 

6 

0 

077823697 
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11 

63 

— 

12 

37 

32 

43 

16 

0 

210429265 
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14 

5 

— 

15 

3 

8 

39 

31 

0 

260873420 
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17 

30 

— 

18 

56 

4 

32 

18 

0 

315298789 

789 

20 

40 

— 

22 

37 

66 

1 

25 

0 

377203813 

813 

84 

19 

— 

27 

6 

43 

23 

27 

0 

451867650 

660 

30 

64 

— 

35 

54 

33 

20 

0 

0 

698487664 

664 

35 

7 

— 

42 

11 

41 

13 

46 

0 

703246431 

431 

39 

19 

— 

49 

8 

18 

54 

4 

0 

818976394 

394 

42 

25 

— 

54 

49 

10 

21 

19 1 

0 

913659052 

063 

76 

0 

3 

43 

55 

22 

28 

28 

3 

732060808 

808 

81 

30 

6 

41 

28 

9 

44 

51 

6 

691 166239 

839 

87 

20 

21 

28 

13 

26  37 

28 

21 

470401046 

039 

88 

0 

28 

88 

10 

30 

42 

33 

28 

636263281 

883 

89 

0 

57 

17 

23 

51 

42 

44 

57 

289961633 

630 

89 

36 

137 

30 

26 

48 

29 

68 

137 

504446767 

754 

;  =  marfiV  =  erhöht  =  00  partes. 


Leider  ist  der  Schatten  von  89"  55',  der  letzte  Wert  in  der  Tafel  des 


')  C.  A.  N  a  1 1  i  n  o :  Al-Baltäni  sive  Albatenii  Opus  astronomicum,  II.  Teil, 
MaUand  1907,  S.  65. 

-')  a.  a.  0.  Kap.  X,  S.  218  ff.  Die  Photographien  dieses  interessanten  Kapitels, 
das  vom  Sinus  handelt,  und  das  ich  bald  zu  veröffentlichen  gedenke,  verdanke  ich 
einer  gütigen  materiellen  Unterstützung  des  Herrn  Prof.  G.  Eneström  in  Stockholm. 

')  Bei  al-Habas  enthült  sowohl  die  Sinus-  als  auch  die  Schattentafel  die 
Sekunden.  Ich  habe  seine  Schattentafel  mit  der  des  U 1  ü  g  B  e  g  verglichen  und  durch- 
weg richtige  Werte  auch  in  den  Sekunden  gefunden. 
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U 1 11  y  B  e  g ,  ziemlich  unleserlich.    Er  müßte  nach  Wedemeyor  den 
Wert  haben: 

11  27«  321'  55'  59"  22'"  42iv  40^, 
statt  dessen  steht  etwa  da: 

11  27f  32i'  55'  47"  1'"  14^^. 
Wir  sehen  somit  die  arabische  Trigonometrie  zur  Zeit  des   U  1  li  g   B  e  g 
(f  1449)  im  Besitze  von  trigonometrischen  Tafeln,  deren  Genauigkeit  weit 
über  jene  hinausging,  die  damals  durch  die  sorgfältigste  Beobachtung  er- 
reicht werden  konnte. 

Besonderes  Interesse  bietet  die  Schattentafel  von  a  1  •  B  i  r  n  n  i , 
die,  wie  schon  erwähnt,  auch  die  zweiten  Differenzen  (Aus- 
gleiche) der  Schatten  enthält.  Die  Tafel  schreitet  nach  ganzen  Graden  der 
Sonnenhöhe  fort,  steht  also  in  dieser  Hinsicht  für  jene  Zeit  nicht  auf  der 
Höhe.  Dafür  lehrt  aber  B  i  r  ü  n  i  ein  eigenes  Verfahren,  wie  man  mit 
Hilfe  der  1.  und  2.  Differenzen  den  Schatten  eines  Zwischenintervalls 
berechnen  kami.  Ich  gebe  erst  ein  Spezimen  der  Biriinischen  Schatten- 
tafel, lasse  alsdann  den  Text  seiner  Rechenvorschrift  folgen  und  schließe 
daran  die  Berechnung  der  Schattenlänge  für  die  Sonnenhöhe  h=.lP  24' 
als  (von  mir  gewähltes)  numerisches  Beispiel  an. 
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Der  Autor  lehrt  nun  das  Folgende'):  „Wenn  wir  den  zu  einem  gegebenen 
Bogen  gehörigen  ebenen  Schatten  wissen  wollen,  so  ziehen  wir  den  Bogen 
von  90"  ab  und  gehen  mit  dem  Rest  in  die  Linie  der  Zahl  (satr  al-'add)  ein 
und  nehmen  das,  was  an  Schatten  der  Zahl  gegenübersteht.  Dies  multi- 
püzieren  wir  mit  12,  und  es  ergeben  sich  die  Finger  des  Schattens.  Und 
wenn  für  uns  ein  Rest  an  Bogen  bleibt,  so  multiplizieren  wir  ihn  mit  der 
ilim  gegenüberstehenden  Differenz,  hierauf  mit  12  und  zählen  das  Ergebnis 
zu  dem,  was  sich  für  uns  als  Schatten  bereits  ergab,  die  Summe  wird  der 
ebene  Schatten  jenes  Bogens  sein. 

')  al-Qänüü  usw.,  S.  77  b. 
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Das  Genaumachen  des  Schattens.  Wir  merken  uns  den 
Schatten,  genommen  für  die  ganzen  Teile  des  von  90 "  subtrahierten  Bogens. 
Darauf  nehmen  wir  den  gegenüberstehenden  Ausgleich,  und  er  ist  der 
Unterschied  der  vorhergehenden  und  der  gegenüberHegenden  Differenz. 
Was  uns  an  Rest  des  Bogens  bleibt,  multiplizieren  wir  mit  diesem  Aus- 
gleich und  zählen  das  Ergebnis  zu  der  vorhergehenden  Differenz.  Dann 
multiplizieren  wir  das,  was  sich  hieraus  ergab,  wiederum  mit  dem  Rest 
des  Bogens  und  vermehren  das  Ergebnis  um  den  genommenen  Schatten. 
Und  wenn  wir  das  Ganze  mit  12  multiplizieren,  so  erhalten  wir  den 
Schatten  iu  Fingern  ausgedrückt." 

Wir  wollen  hiernach  den  Vertikalschatten  von  11°  24'  (=  Horizontal- 
schatten von  78"  36')  berechnen.  Seine  Länge  sei  =  f(x).  Die  Schatten- 
länge von  11 »  sei  =  f  (xo)  =  Or  11'  39"  46'"  9iv.  Die  dem  Schatten  f  (xo) 
vorhergehende  Differenz  heiße  J^;  sie  ist  =0p  1' 4"  59'"  291^;  die  gegen- 
überliegende Differenz  ist  =  0?  1'  6"  26'"  5'^.  Der  Unterschied  dieser  beiden 
Differenzen  ist  der  gegenüberstehende  Ausgleich  _/o  =OpO' 0"  26'"  SG^^- 
Der  Bogenrest  24'  sei  =  ^  x.    Dann  ist  nach  a  1  -  B I  r  ü  n  i : 

f(x)  =  f(xo)  +  _7x.Ux.^j  +  _yi)') I) 

oder  nach  Potenzen  von  ^x  geordnet: 

f■(x)  =  f(xt,)  +  JI•z/x^-^2^(z^x)ä la) 

Ausdruck  I  oder  la  ist  also  eine  Interpolationsformel,  welche 
die  zweite  Differenz  berücksichtigt.  Ich  habe  dergleichen  in  der  arabischen 
Mathematik  kaum  je  gefunden^).  Ähnliche  Vorschriften  gibt  Birüni, 
um  aus  der  Schattenlänge  die  genaue  Sonnenhöhe  zu  finden.  Für  unser 
Zahlenbeispiel  ist  jetzt: 

f(xo)  =  OPll'39"46"'9iv II) 

^x  =  24'=0,4» 
^,  =0Pl'4"59'"29iv 
^s,=0P0'0"26"'36iv 
JKJ.              =10"'38-4iv 
JxJi-^J^         =  OP  1'  5"  10'"  7  •  4iv 
Ux-^j-f-^i)^x  =  0P0'26"4"'3iv in) 

f(x)  =  0Pl2'5"50"'  12IV IV) 

Der  richtige  Wert  von  f  (x)  ist  nach  der  Schattentafel  des  U 1  ü  g  B  e  g : 
(q  =  1  gesetzt)  Op  12'  5  "  53'"  14 iv  24 v,  so  daß  der  nach  a  1  •  B  i  r  fl  n  i  s  Ver- 
fahren ermittelte  Betrag  von  f  (x)  um  rund  3'"  zu  klein  ausfiel.  Dies  ist 
keineswegs  verwunderhch :  Das  Verfahren  verlangt  die  Berücksichtigung 
von  Differenzen  höherer  Ordnung. 


')  Die  moderne  (richtige)  Interpolationsfonnel  heifit: 

t  (x)  =  f  (x„)  +  J  X  (d,  +  "^-^^  •  J..,)  +  .  .  . 

'-)  Eine  Vorschrift  des  Um  Yüuus,  die  Werte  der  Sinus  nahe  beieinander- 
liegender Argumente  zu  berechnen,  beruht  ebenfalls  auf  Verwendung  der  2.  Differenzen 
(X.  Cap.  d.  Häkim.  Tafeln  S.  215). 
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lll  Bedeutung  der  Schatten  <Tangenten  oder 
Kotangenten)  in  der  arabischen  Astronomie. 

Wie  wir  bereits  bemerkten,  adaptierten  die  arabischen  Astronomen 
ihre  Rechen  Vorschriften  tunlichst  der  S  i  n  u  s  t  a  f  e  1.  Nur  vereinzelt  trifift 
man  die  Formulierung  der  trigonometrischen  Regel  dergestalt,  da6  die  Er- 
rechnung der  gesuchten  Größe  das  Eingehen  in  die  S  c  h  a  1 1  e  n  t  a  f  e  1  er- 
fordert.    Solche  Fälle  wollen  wir  jetzt  zur  Sprache  bringen. 

Indem  die  Araber  in  die  Beziehungen,  welche  Menelaos  in  seiner 
Sphärik  für  die  Sehnen,  welche  die  Kreisbogen  in  den  Kugeldreieckeu 
unterspannen,  aufstellte,  die  Begriffe  des  Sinus  und  Schattens  einführten, 


gelangten  sie  wohl  frühzeitig  zu  ihrer  „Taugenten-  oderSchatten- 
regel""J-  A.  vonBraunmühl  bezeichnet  diese  Rege!  als  eine  Er- 
findung von  A  b  ü  '  1- Waf  ä' -),  indessen  läßt  sich  nachweisen,  daß  sie 
schon  dem  921/22  verstorbenen  arabischen  Astronomen  al-Fadl  ihn 
Hätim  an-NairIzi  (Anaritius)  bekannt  war.  Der  Inhalt  der  Regel 
ist  folgender:  Wenn  die  Seite  AH  des  sphärischen  Dreiecks  AHB  von  den 
2  Großkreisbögen  (Meridianen)  PH  und  PU  in  den  Punkten  H  und  U 
senkrecht  durchschnitten  wird,  so  besteht  (modern  umgeschrieben)  die  Be- 
ziehung: 

tang  UK:tang  HB  =  sin  AU:  sin  AH I) 


')  Man  vergleiche  für  nähere  Details  die  treffliche  Abhandlung  von  Axel  A. 
B  j  ö  rn  b  o  :  „Studien  über  die  Sphärik  des  Menelaos"  (Abhandlungen  z.  Geschichte 
d.  math.  Wissensch.,  Leipzig  1900,  S.  94.) 

-')  Vorlesungen  über  Geschichte  d.  Trigonometrie  I,  Leipzig  1900,  S.  58. 
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Soweit  unsere  immer  noch  sehr  lückenhafte  Kenntnis  der  arabischen 
Mathematik  und  Astronomie  reicht,  können  wir  die  Anwendung  von  I)  auf 
astronomische  Fragen  bei  a  n  •  N  a  i  r  i  z  i  und  Abü'l-Wafä'  feststellen, 
während  der  Beweis  der  Regel  sich  bei  A  b  ü  '  1  •  W  a  f  ä ' '),  a  1  -  B  i  r  ü  n  i  -') 
und  Nasir  ad-din^)  findet. 

Der  Wichtigkeit  halber  sei  hier  die  Stelle  von  a  n  -  N  a  i  r  I  z  i  wieder- 
gegeben, wo  er  mit  der  Schattenregel  operiert «).  A  n  •  N  a  i  r  i  z  T  stellt  sich 
die  Aufgabe,  den  Azimutwinkel  a  zu  berechnen,  den  die  ßUckrichtung  von 
Bagdad  (J)  nach  Mekka  (C)  mit  dem  Meridian  von  Bagdad  bildet,  wenn 
die  geographische  Breite  beider  Orte,  sowie  deren  Längenunterschied  UH 
=  J?.  gegeben  ist  AU  HG  ist  der  Äquator  der  Erde  und  AH  ein  Qua- 
drant. Are  JH  =  (j9i  ist  die  Breite  von  Bagdad.  Der  Autor  sucht  jetzt 
zuerst  den  Bogen  UK  mittels  der  Schattenregel  I  zu  ermitteln,  die  sich 
in  diesem  Falle  so  schreiben  läßt: 

«'^^^-'^S.t3t^ i„ 

Nunmehr  wäre  der  Bogen  UK  in  der  Schattentafel  nachzuschlagen. 
Aber  a  n  •  N  a  i  r  i  z  i  war  entweder  nicht  im  Besitze  einer  solchen  — 
tang  (p  1  drückt  er  als  sin  (p  i :  cos  cp  i  aus  —  oder  sie  war  ihm  zu  unge- 
nau.   Denn  er  transformiert  H)  in 


sin  UK 


-^■■v^+i^fty '"' 

Mit  sin  (pi  =  33P  2'  33"  (9)1  =  330  25') 
cos  (pi  =50i'  4'  54" 
cos.7A=^59r  55'  4"  (j/A  =  3o) 
erhält  der  Autor  aus  IH: 

UK  =  56"  24'  8"   (richtig  ist  UK  =  56o  32'  49"). 
Der  weitere  Verlauf  seiner  Rechnungen  ist  hier  nicht  von  Belang. 

Anders  bei  A  b  ü  '  1  W  a  f  -X ' !  Ihm  stand  eine  ausreichend  genaue 
Schattentafel  zu  Gebote,  und  so  gestaltet  sich  bei  ihm  die  Berechnung  des 
Azimuts  der  Qibla  (==r  ^  a)  —  um  bei  diesem  Beispiel  zu  bleiben  — 
also"»):  Man  fälle  von  A  auf  den  (Mittel)-Meridian  von  Bagdad  das  sphärische 
Lot  AF  und  setze  UC  =  (p2  (Breite  Mekkas).     Der  Autor  lehrt: 

')  Von  seinem  Almagest  hat  Carra  de  Vaus  im  Journ.  asiatique  1892, 
S.  408 — 71  unter  anderem  auch  die  trigonometrischen  Partien  veröffentlicht,  wo  sich 
im  4.  Kap.  des  I.  Buches  dieser  Beweis  findet. 

^)  al-Qänün  usw.,  S.  81b. 

■■')  Traite  du  Quadrilatere  attribue  ä  Nassiruddin-el-Tonssy,  traduit  par 
Alexandre  Pacha  Caratheodory,  Constantinople  1891,  S.  169ff. 

')  In  der  arab.  „Abhandlung  von  al-Fadl  b.  Hütim  an-Nairizi  über  die  Richtung 
der  Qibla".  (Mscr.  Paris  2457,  17".)  Ich  habe  den  interessanten  Traktat  in  der 
math.-physikal.  Classe  der  Akademie  der  Wissensch.  zu  München,  1922,  veröffentlicht, 
(irbersetzung  und  Kommentar.)    S.  56—69. 

=*)  Arab.  Mscr.  Paria  2494,  (Almagest),  S.  67  v  und  67  r. 
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tangHF  =  ^^^50^ IV, 

"  cos  ^A  ' 

Mit  z//l  =  30;  v'2  =  22o  erhält  Abü'l  Wafä': 

tang  HF  =  24r  16'  29"  26";  HF=22o  1'  38"  9"', 
wobei  er  ausdrücklich  betont,  diesen  Wert  von  HF  mittels  der  Schatten- 
tafel gefunden  zu  haben.     Der  Autor  lehrt  ferner: 

fang  CF       cos  HF    ,-      T^    •     u  otitt» 
tang  .^7=  sin-9Do  '  (™  Dreieck  PH  U) 

und  er  erhält  damit: 

tang  CF  =  tang  ^  /  •  cos  HF V) 

Wiederum  ermittelt  er  aus  V  Bogen  CF  mit  der  Schattentafel  und 
llndet: 

tang  CF  =  2P  54'  13"  46'";  CF  =  2»  46'  14"  54'" 
Mit  Kenntnis  von  CF  vermag  der  treffliche  Mathematiker  durch  noch- 
mahge  Anwendung  der  Schattenregel  den  gesuchten  Bogen  BL  =  a  zu  be- 
rechnen.   Er  lehrt: 

tang  a         sin  90"    ,.      i^    •    u  t     .d. 

7 ^ri==^-^ .rr    1™  Dreieck  L^Bl 

tang  CF      sin  Jb 

und  zieht  hieraus: 

,  tang  CF  „,. 

tang  a  =  .sr VI) 

^  sin  ^  F 

Da  ^F  =  q)i  —  HF  =  33«  25'  —  22o  1'  38"  9'"  =11»  23'  21"  51'", 
mithin  sin  jF^llv  50'  55  "  ist,  so  liefert  VI : 

tang  a  =  14P  45'  39"  13'" 

Dazu  schlägt  der  Autor  in  der  Schatten tafel  auf; 
a  =  13o  49'  15"  55"; 
gewiß  ein  recht  instruktives  Beispiel  der  Verwendung  der  Tangensfunktion 
und  Schattentafel  bei  A  b  ü  '  1  Wafä',  dem  sich  noch  verschiedene  andere 
an  die  Seite  stellen  ließen. 

Auch  I  b  n  Y  ü  n  u  s  lag  der  Gebrauch  der  Kotangente  nicht  ganz 
ferne,  wennschon  er  die  Schattenregel  nicht  erwähnt.  Bei  trigono- 
metrischen Beziehungen  von  der  Form: 

sin  (p       sin  h 

sm  n  = ^  • r- 

cos  (p     cos  h 

bemerkt  der  Kairinische  Astronom,  daß  man  die  beiden  Quotienten  der 
rechten  Seite  auch  als  zwei  Schatten  deuten  könne.  Zur  Berechnung  von 
«  schlägt  er  alsdann  cotg  (90°— </')  und  cotang  (90"— h)  in  der  Schatten- 
tafel auf,  und  ähnliches  lehrt  er  in  anderen  Fällen');  doch  sind  dabei  die 
Schatten  stets  gegebene  Größen ;  die  Unbekannte  ist  der  Sinus. 

Dies  die  wenigen  Quellennachweise  zum  Gebrauch  der  Tangenten 
und  Kotangenten  in  der  arabischen  Astronomie. 


')  Vgl.  den  ileutscheu  Text  und  Kommentar  in  „Annalen  d.  Hydrographie  usw.'", 
1920,  S.  98  und  109,  1921,  S.   12fi  und  132,  1922,  S.  14  und  20. 
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IV.  Besondere  Sdiattenprobleme  aus  den 
Häkimitischen  Tafeln  des  Ibn  Yünus. 

Hier  soll  von  einigen  Anwendungen  des  Schattens  des  miqjäs  auf 
die  Bestimmung  der  Höhe  senkrecht  stehender  Gegenstände  die  Rede  sein, 
wie  man  sie  in  den  Häkimitischen  Tafeln  findet').  Ibn  Yünus  be- 
handelt 2  verschiedene  Fälle: 

1.  „Im  Falle,  daß  du  zum  Fuise  (Untersten)  des  Gegenstandes  ge- 
langen kannst,  während  er  genau  aufrecht  steht,  stellst  du  zur  Ermittlung 
seiner  Länge  eine  Marmorplatte  auf.  Die  eine  Seite  derselben  sei  voll- 
kommen glatt  und  von  milchweißer  Farbe.  Nachdem  du  durch  sorgfältiges 
Nivellieren  dich  davon  überzeugt  hast,  daß  sie  ganz  eben  ist,  machst  du 
sie  mit  Gips  oder  einer  anderen  Substanz  fest.  Und  wenn  dir  keine  tadel- 
lose Marmorfiäche  zur  Verfügung  steht,  so  genüge  dir  statt  dessen  eine 
Platte  aus  weichem  Stein  (kaddän)  oder  Holz,  nachdem  sie  ganz  oder  nahezu 
fehlerfrei  ist.  Dann  nimmst  du  einen  für  das  Schattenwerfen  hergerichteten 
miqjäs  aus  Erz  oder  auch  aus  Holz,  falls  dir  Erz  mangelt.  Du  greifst 
seine  Länge  mit  dem  Zirkel  ab  und  schlägst  mit  der  unveränderten  Zirkel- 
Öffnung  auf  der  nivellierten  Fläche  einen  Kreis.  Hierauf  stellst  du  diesen 
miqjäs  im  Kreismittelpunkt  senkrecht  auf,  wobei  du  darauf  achtest,  alles 
recht  genau  auszuführen.  Du  beobachtest  die  Spitze  seines  Schattens,  bis  daß 
sie  auf  den  Umfang  fällt.  Und  wenn  dies  eintritt,  machst  du  im  Schatten- 
ende des  Gegenstandes  eine  Mai'ke.  Dann  missest  du  die  Entfernung 
zwischen  dem  Fußpunkt  des  Gegenstandes,  dessen  Länge  du  wissen  willst, 
und  der  Marke  in  irgendeinem  Maß:    in  Spannen,  EUen  oder  dergleichen. 

Und  wenn  der  Gegenstand  in  seinem  Emporragen  sich  in  die  Erde 
(im  Boden)  ausdehnt,  wie  ein  Gebäude  mit  Höhe  und  Länge,  indem  es 
einen  langen  Bau  bildet,  so  fassest  du  am  höchsten  Teil  desselben  eine 
Stelle  ins  Auge,  die  sich  durch  Hervor-  odn  Zurücktreten  oder  durch 
Farbe  unterscheidet.  Diese  Stelle  nimmst  du  zu  einer  Marke,  und  du 
richtest  dein  rechtes  Auge  auf  den  Rand  des  Schattens  dieses  Gebäudes 
zu  jenem  Zeitpunkt,  und  mit  geschlossenem  linken  Auge  suchst  du  zu  er- 
reichen, daß  diese  Marke  in  genaues  Vis  ä  Vis  mit  der  Sonne  kommt. 
Nachdem  du  so  lange  vor-  und  zurückgetreten  bist,  bis  sich  üies  ergeben 
hat,  missest  du  die  Entfernung  von  dieser  Schattenspitze  bis  zu  jenem 
Punkt,  der  Fußpunkt  zu  der  Marke  ist.  Und  was  sich  ergibt,  ist  die 
Länge  (Höhe)  des  Gegenstandes.  Es  ist  notwendig,  daß  du  dies  an  einer 
der  geeignetsten  Stellen,  die  sich  vorfinden,  genau  ausführst. 

Und  wenn  der  augenblickliche  Schatten  sich  nicht  soweit  verkürzen 
kann,  um  gleich  der  Länge  des  senkrecht  stehenden  miqjäs  zu  werden, 
dann  nimmst  du  seine  doppelte  Länge  in  den  Zirkel  und  beschreibst  damit 
einen  Kreis.  Du  beobachtest  jetzt  den  Gnomonschatten,  bis  daß  seine 
Spitze  auf  den  Umfang  fällt,  machst  durch  eine  Marke  die  Schattenspitze 


'J  Leidener  Mscr.  143,  S.  253  ff. 
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des  Gegenstandes,  dessen  Höhe  du  suchst,  (für  denselben  Augenblick) 
kenntlich  und  missest  die  Entfernung  zwischen  dieser  Marke  und  dem  Fuß 
des  Gegenstandes.  Was  sich  ergibt,  das  ist  die  doppelte  Höhe  jenes 
Gegenstandes.  Nimmst  du  davon  die  Hälfte,  so  ist  sie  die  gesuchte  Höhe. 
Und  wenn  du  den  Radius  des  Kreises  gleich  dem  l'/s  fachen  der  Gnomon- 
höhe  machst,  so  ist  das,  was  sich  für  dich  an  Ellen  ergibt,  das  l'/s  fache 
der  Höhe  des  Gegenstandes.  Nimm  ^Z;.  davon  1  Was  alsdann  herauskommt, 
das  ist  die  verlangte  Höhe.  Nimm  '/«,  falls  der  Radius  des  Kreises  das 
1  '/:i  fache  der  Gnomonhöhe  ist  usw. 

2.  In  diesem  Falle  handelt  es  sich  um  die  Ermittlung  der  Höhe  eines 
senkrecht  stehenden  Gegenstandes  aus  seinem  Schatten,  falls  letzterer 
nicht  bis  zum  Fußpunkt  des  Gegenstandes  gezogen  werden  kann.  Dazu 
niveUierst  du  die  eine  Seite  der  Schattenfläche,  bis  du  sie  einwandfrei 
findest  und  befestigst  alsdann  die  Platte  mit  Gips  oder  etwas  anderem, 
so  daß  sie  dauernd  fest  hält  und  sich  nicht  neigt.  Du  wählst  auf  ihr  eine 
Marke  für  den  Mittelpunkt  des  sahs;  errichtest  diesen  genau  über  der 
Marke  und  ziehst  durch  den  Mittelpunkt  die  Mittagslinie.  Gleichviel,  ob 
sie  mittels  des  indischen  Kreises  gezogen  ist  oder  durch  Berechnung  der 
Richtung:  du  richtest  deinen  Bück  auf  die  sehr  ausgeglichene  (ebene) 
Stelle  der  Platte,  auf  die  der  Schatten  des  aufrecht  stehenden  sahs  fällt. 
Mache  in  dem  augenblicklichen  Schattenende  des  sahs  eine  Marke  und 
ebenfalls  eine  solche  in  der  Schattenspitze  des  aufrecht  stehenden  Gegen- 
standes, dessen  Höhe  du  wissen  wilbt.  Und  es  mögen  deine  Verrichtungen 
schnell  ausgeführt  werden.  Alsdann  hebst  du  den  sahs  weg  und  ziehst 
von  seiner  Schattenspitze  nach  seinem  Mittelpunkte  eine  gerade  Linie: 
sie  werde  Linie  des  Azimuts  der  Sonne  genannt.  Wisse  den  (Winkel) 
Abstand  der  Linie  des  Azimuts  von  der  Mittagslinie.  Und  nun  machst 
du  oftmals  eine  solche  Messung,  bis  daß  du  erkennst,  daß  der  Schatten 
sich  deutlich  wahrnehmbar  verändert  hat,  diese  Veränderung  auf  den  ersten 
Schatten  bezogen.  Nivelliere  jetzt  wiederum  die  Schattenfläche,  befestige 
sie,  wähle  eine  Marke  auf  ihr,  mache  sie  zum  Mittelpunkt  des  sahs  und 
stelle  ihn  ganz  präzise  auf  dieser  Marke  auf.  Lege  durch  sie  die  Mittags- 
linie und  ziehe  vom  Mittelpunkt  des  sahs  eine  zweite  Linie  unter  einem 
Winkel  zur  Nordsüdlinie,  der  dem  Azimut  der  früheren  Linie  genau  gleich- 
kommt Nachdem  nun  der  sahs  über  seinem  Mittelpunkt  aufgestellt  ist, 
beobachtest  du  seinen  Schatten  so  lange,  bis  daß  er  genau  auf  die  Linie 
des  Azimuts  fällt.  Und  wenn  dies  eintritt,  machst  du  die  Schattenspitze 
des  sajis  und  ebenso  jene  des  stehenden  Gegenstandes  durch  ein  Merk- 
mal kenntlich.  Jetzt  ermittelst  du  den  Unterschied  der  zwei  Schatten  des 
sahs,  die  sich  bei  der  ersten  und  zweiten  (letzten)  Messung  ergaben.  Diesen 
Unterschied  setzest  du  ins  Verhältnis  zur  Länge  des  sahs,  wobei  der  Unter- 
schied als  Divisor  genommen  wird.  Dann  missest  du  auch  den  Unter- 
schied der  zwei  Schatten  des  Gegenstandes,  dessen  Höhe  du  wissen 
willst.  Das  was  sich  hierbei  ergibt,  multiplizierst  du  mit  der  Länge  des 
sajis  und   teilst  das  Produkt  durch  den  Divisor.     Was  aus  der  Teilung 
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hervorgeht,  ist  die  gesuchte  Höhe  des  Gegenstandes,  und  Allah  leitet  zum 
Richtigen." 

Während  zum  1.  Falle  kaiun  etwas  anderes  zu  bemerken  ist,  als  daß 
bei  dem  Vorschlag,  den  Radius  des  Kreises  =  2  q,  1  Vs  q,  1  Va  q  usw.  zu 
nehmen,  an  verschiedene  Sonnenhöben  —  also  hier  wohl  an  solche  zur 
Zeit  des  Wintersolstitiums,  wo  die  Sonnenhöhe  in  dem  größten  Teil  des 
islamischen  Bereiches  kleiner  als  45°  ist  —  gedacht  werden  muß,  soll  zu 
dem  2.  Falle  folgende  Erläuterung  gegeben  werden. 

Es  sei  F2'==q  ein  Gnomon;  (Abb.  i)  Ci  und  Cs  seien  2  Schatten- 
km-ven,  welche  die  Schattenspitze  dieses  sahs  an  2  verschiedenen  Tagen 
durchläuft.  Bei  einer  gewissen  Sonnenhöhe  hi  wird  der  Schatten  zur  Ost. 
westlinie  den  Winkel  (Azimut)  a  bilden').    Dann  hat  er  die  Länge 

F2'i  =  mi  =q   cotg  hl I) 


Tf^si 


Aord 

Abb.  4. 

Nach  einer  Reihe  von  Tagen  beschreibe  die  Schattenspitze  die  Kurve  G2. 
Fällt  alsdann  der  Schatten  des  miqjäs  wieder  in  die  Richtung  a,  so  wird 
die  Sonnenhöhe  natürlich  eine  andere,  hj,  sein.   Dann  ist,  ähnlich  wie  in  I, 

F2'j  =  m2  =  q -cotg  hs II) 

Die  Differenz  der  2  Schatten  ist  mithin: 

^i==F2'ä  — F2'i=m3  — mi  =  q(cotgh8  — cotghi) III) 

Ganz  analog  hat  man  für  einen  Gegenstand  der  Höhe  qi: 

Jj  =  /<2  — >i  =  qi  ■  (cotg  hs  —  cotg  hl) IV) 

Dividiert  man  jetzt  IV  durch  IH,  so  folgt 

/Jg  _  qi 
Ai        q  ' 
und  hieraus 

qi  =  q-^.  q-e.d. 

•)  Bei  den  Arabern  war  die  Zählnsg  des  Azimuts  von  der  Ostwestlinie  aus  üblich. 


2G 


Karl  Schoy. 


Wie  schon  eingangs  dieser  Studie  erwähnt  wurde,  hat  Ihn  Yünus 
zuerst  dargetau,  daß  die  Schattenlänge  eines  Stabes  die  Höhe  des  oberen 
Sonnenrandes  und  nicht  die  des  Sonnenmittelpunktes  gibt.  Soli  daher  die 
durch  Schattenmessung  gewonnene  Sonnenhöhe  mit  der  durch  ein  Instrument 
beobachteten  übereinstimmen,  so  ist  nach  des  Autors  Vorschrift  von  der 
ersten  Sonnenhöhe  der  halbe  Durchmesser  der  Sonnenscheibc  abzuziehen. 


Abb.  5. 


In  Abb.  5  sei  ^"  der  Mittelpunkt  und  S  der  obere  Rand  der  Sonnenscheibe. 
Beide  Punkte  sind  um  den  Radius  q  voneinander  entfernt,  der  bei  der 
Sonne  durchschnittlich  15'  •  5  beträgt.  In  F  stehe  ein  Gnomon  der  Höhe 
q  senkrecht  auf  dem  Horizont  HTHi.  Punkt  Z  ist  das  Zenit.  Dann  ist, 
wie  man  leicht  sieht,  die  Strecke  FSi  der  volle  Schlagschatten  des  Gnomons, 
während  längs  des  Abschnitts  Si  Jl'i  allmähliche  Aufhellung  des  Schattens 
eintritt;  denn  die  einzelnen  Punkte  der  Strecke  SiJfi  entsprechen  Sonnen- 
punkten, die  zwischen  dem  oberen  Sonnenrande  S  und  dem  Mittelpunkt  Jf 
liegen;  das  Stück  ^'iRi  ist  dem  unteren  Sonnenradius  —R  zugeordnet. 
Somit  ist  die  Ausdehnung  des  „Halbschattens  der  Höhe" 

sin2ß 


H  =  S,  Ri  =  q  •  [cotg  (h  -  e)  —  cotg  (h  +  ())]  =  q  -  -.^^  ^  _  sin^»  g  ' 
falls  man  unter  h  die  Höhe  des  Sonnenmittelpunktes  ~  versteht. 


I) 
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Im  26.  Kapitel  der  Hükimitischen  Tafeln^),  wo  I  b  n  Y  ü  n  u  s  von 
der  Berechnung  des  Schattens  handelt,  den  ein  quer  gerichteter  Gnomon 
auf  das  Zifferblatt  einer  vertikalen  Sonnenuhr  wirft,  bemerkt  er,  daß  bei 
der  Sonnenhöhe  h  =  0"  die  Morgenweite  um  den  Radius  der  Sonnenscheibe 
zu  vermehren  sei.  Hierdurch  ist  der  Halbschatten  in  der  Breite  (im  Azimut) 
angedeutet,  den  wir  „lateralen  Halbschatten"  nennen  und  mit 
M  bezeichnen. 

1.  Es  ist  von  Interesse,  den  Betrag  von  H  für  den  Augenblick  der 
größten  Mittagshöhe  der  Sonne  in  Kairo  zu  ermitteln.  Diese  ist  zu  Beginn 
des  Krebses  =83"  35',  falls  man  mit  Ibn  Yünus  die  Ekliptikschiefe  zu 
SS**  35'  annimmt.  Die  Formel  I  liefert  alsdann  mit  einem  Gnomon  q  =  10  cm 
den  verschwindend  kleinen  Wert: 

H  =  0  •  913 165  mm. 

2.  In  Abb.  5  sind  vom  Zenit  Z  zwei  Vertikalkreise  gezogen,  welche 
die  Sonnenscheibe  in  den  Punkten  A  und  B  berühren.  Sie  schließen  beim 
Zenit  einen  Winkel  2  a  ein,  der  gleich  dem  Azimutunterschied  der  zwei 
äußersten  Sonnenpunkte  A  und  B  ist.  Zur  Berechnung  dieser  Differenz 
sei  vom  Sonnenmittelpunkt  2  das  sphärische  Lot  ^'A  oder  2"B  =  ß  auf 
den  Großkreisbogen  Z  A  oder  Z  B  gefällt.  Die  zwei  rechtwinkligen  sphä- 
rischen Dreiecke :  Z  A  2"  und  Z  B  2"  haben  natürlich  dieselben  Seiten  und 
Winkel.  Die  Lichtstrahlen  von  den  zwei  äußersten  Sonnenpunkten  A  und 
B  liefern  auf  dem  Horizonte  die  zwei  Punkte  der  lateralen  Schattengrenze: 
Ai  und  Bi,  und  es  stellt  das  ebene  Dreieck  AiFBi  den  gesamten  late- 
ralen Halbschatten  (M)  dar.  In  der  Abb.  5  liegen  die  Punkte  Ai  2'i  Bi 
in  einer  geraden  Linie,  was,  streng  genommen,  nicht  ganz  korrekt  ist,  da 
A^"  und  2'B  zwei  Einzelbogen  sind  und  ^  A2'B  nicht  genau  180"  ist. 
Doch  ist  der  dabei  begangene  Fehler  bei  so  kleinem  q  verschwindend  klein. 
Man  liest  aus  der  Zeichnung  sofort  ab: 

,  sin  o  Trv 

sm  Ja  =  ^ II) 

cos  h  ' 

M  =  q  •  tang  Ja III) 

Für  o=:15'-5  und  h=83o  35'  folgt  aus  II: 

^0=2"  18'  44" 

und  damit  aus  III: 

M  =  0  •  040377  •  q  =  4  ■  0377  mm,  falls  q  =  10  cm  ist. 

Der  Halbschatten  M  verbreitert  sich  also  bei'  dieser  Sonnenhöhe  um 

mehr  als  das    Vierfache  des  Halbschattens  H-).    Formel  II  verliert  ihre 

Gültigkeit,  wenn  h  =  90"— g  =  89'^  45'  ist. 

1)  Mscr.  der  Bodleyana  (Oxford):  Hantington  331,  S.  60v. 

-)  Trotzdem  sind,  wie  mir  Herr  Dr.  M.  Meyerhof,  Kairo,  brieflich  mitteilt, 
die  Schatten  in  Asnän,  selbst  zur  Zeit  des  Wintersolstitiums,  bei  Sonnenkulmination 
messerscharf  und  ohne  Spnr  eines  Halbschattens.  Dieser  letztere  wird  auch  auf 
der  photographischen  Platte,  wohl  infolge  der  großen  Stärke  des  Tageslichtes,  nicht 
sichtbar. 
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3.  Es  läßt  sich  jetzt  die  Frage  stellen :  Welche  Zeit  vergeht,  bis  der 
laterale  Halbschatten  über  die  Mittagslinie  hin  weggestrichen  ist?  Das 
astronomische  Dreieck:  Zenit-Pol-Sonne  gestattet  sofort  folgende  Gleichung 
abzulesen: 

sin  (p  ■  cos  Aa  =  cos  (p •  tang  h  —  sin  Aa  ■  cotg  s IV) 

worin  qp  die  Ortsbreite  und  s  der  Stundenwinkel  ist,  der  der  Hälfte  der 
gesuchten  Zeit  entspricht.  Mit  ip  =  30»;  h  =  83«  35';  J  a  =2»  18'  44" 
liefert  IV: 

3  =  0»  19'  16". 

Verdoppelt  man  s,  so  entspricht  dem  Stundenwinkel  2  s  die  ver- 
langte Zeit: 

tr^z.e«'    34». 

4.  Man  kann  weiterhin  fragen:  Bei  welcher  Sonnenhöhe  h  ist  H 
=  M?  —  Die  Bedingungsgleichung  hierfür  lautet: 

2 .  sin  g  ■  cos  Q sin  g 

sin*  h  —  sin*  q      V  cos*  h  —  sin*g 

indem  aus  II  tang  zla  =    ,       ...  folgt. 

ycos*h  — 8m*ß 

Aus  V  hat  man  weiter: 

4 . cos2  Q  1 


V) 


(cos*j>  —  cos*  h)'-     cos^h  —  sin*e 
und  hieraus: 


cos- h  =  3- cos*  ß  —  2-cos  e   yScos*  ß  — 1 VI) 

Daraus  errechnet  sich  h  zu  65*  31'  30".  Die  Gleichheit  von  Vertikal-  und 
Lateralhalbschatten  ist  denmach  im  südlichen  Deutschland  zur  Zeit  der 
Sommersonnenwende  im  Mittag  noch  möghch. 

5.  Endlich  sei  gefragt:  Bei  welcher  Sonnenhöhe  h  ist  die  Summe 
der  beiden  Halbschatten  H  +  M  ein  Minimum?  —  Wie  man  aus  I  und  III 
erkennt,  muß 


oder: 


oder: 


^^  [cotg  (h-e)  -  cotg  (h  +  e)  +  ^/co3*hl.^8in*g  ]  =  ^  ""^' 

d  r        sin  2  ß  ,   sin  q 1 

dh  Lsin  *  h  —  sin « {>        ]/  cos  -  h  —  sin  *  g    J 


6_  r      2  ■  cos  e  l  1  ^  Q 

dh  Lsin*h  —  sin*ß        j/co8*h  —  8in*y  J 

Nach  Ausführung  der  Differentiation  hat  man: 

4  •  sin  h  •  cos  h  •  cos  g    ^ sin  h  •  cos  h 

(sin  *  h  —  sin  *  e)*  (cos^h  —  sin*e)f 

oder: 

4-co8g \  ^  „ 

(sin*  h -sin*  e)*  "'"  (cos*  h  — sin*^)! 
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oder: 


16  •  cos  ä  e 


1 


—  VII) 

(sin  *  h  —  sin  *  ß)*         (cos  *  h  —  sin  *  ß)^ 

Gleichung  VII  ist  in  sin  h  oder  cos  h  vom  4.  Grade.    Sie  hat  die 


brauchbare  Wurzel 


h  =  59"  6'  40" 


Folgende  kleine  Tabelle  gibt  eine  Übersicht  über  die  Beziehungen 
zwischen  Schattengröien  und  Sonnenhöhe: 


h 

H 

M 

H+M| 

H— M 

66« 

1312 

806 

2118 

606 

57 

1282 

828 

2110 

454 

68 

1264 

851 

2105 

403 

69 

1227 

875 

2102 

352 

GO 

1202 

902 

2104 

300 

61 

1179 

930 

2109 

249 

62 

1166 

960 

2116 

196 

63 

1136 

993 

2128 

142 

64 

1117 

1029 

2146 

88 

66 

1098 

1067 

2165 

31 

66 

1081 

1109 

2190 
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Der  Verwaltung  der  Preuß.  Staatsbibliothek  zu  Berlin  schulde  ich 
wärmsten  Dank  für  die  freundliche  Übersendung  verschiedener  arabischer 
Handschriften  nach  £s8en,  wo  sie  längere  Zeit  zu  meiner  Verfügung  standen. 


qjv  Schoy,   Karl 
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